






Fundamental Pro blems in the Statistical T開 atmentof Random Process 
and 
a Study of the Random Energy Fluctuation in an N-dimensional Space 
Mitsuo OTA 
N. Wiener， in chapter 1 一一.一 N ewtonian and B酷er培gs剖on凶ia如nTime一一一 oぱf
argues t白ha討talmost al1 phenomena contain the random and irreversible process in an 
exp凶lici比tsense， by giving examples in various fields such as gravitational astronomy， 
meteorology， power engineering， communication engineering， biology， etc“This irrever-
sible property may come out when we apply a kind of mean operation (e. g.， an 
observation) to the random process， because there can be assigned many different 
original processes for the inverse process leading to the same mean. 
In fact， the applications to physical engineering can be found for macroscopic statis-
tical descriptions in various fields: (1) varieties of electronic noise， (I) the fading and 
the interference effects of randomly oriented scatterers in the propagation of electro-
magnetic waves， (I1) the velocity distributions or diffusions of partic1es in the elect-
ron tube， or pressure f1uctuations in. a gas， (IV) disturbances encountered in servo-
mechanism operation and keyed-carr記rcornmunication techniques， (V) the highly poly-
merised compound and so forth， as indicated by D. Middleton too. 
As a method of scientifically treating such a random process， itseems to be natural 
to postulate the persistent1y indestructible physical solid and to consider the only cha-
nge of position (i. e.， displacement) in the actual space of fi玄ed3 dimension in the 
stream of physical random phenomenon which changes moment by moment， since we 
cannot any more think of“change" apart from “thing" which changes. But， science no 
longer allows us to escape from the perpetual f1ux (i. e.， change itself) by finding some 
permanent substratum in changing phenomena， since the change or process， not par-
ticle nor thing， isthe very stuff of random phenomenon. 
ln this paper， the attention is first1y focused on what are the fundamental problems 
in the case when we translate the actual random phenomena into mathematical words 
as faithfully as possible， and accordingly an N-dimensional space is taken up as the 
effective frame with flexible size in which the actual random phenomena can fit under 
our consideration of both the random input property and human action (i. e.， observa-
tion)， instead of fitting the natural random phenomena into the artificially fixed frame. 
That is. the dimension N of space for the random process varies with both object and 
subject. 
Then. from t 
事助教授
Random Processの基礎的諸問題とそのN次元不規則Energy動揺に関する研究 141 
engineering in relation to the results in the previous paper. 
The theories described in this paper are also applicable to other fields of measure-
ment on random phenomena， since the mean energy is a conservative physical quan・
tity. 


























































































































































dV(t) I n'r.T/.， r l#-/Jm"'~ dF(t) 一一一一十sV(t)[摩擦)=一一一〔偶然性外力〕dt ' t-'. ¥..V/ L.FT"'''''-， dt ......(1，1) 
これに対応して，雑音超電力を受けたR-L-C電気回路および不規則外力下の調和振動子は
L3十+Ri寸 fid日 ω〔雑音起電力〕
d2s .• dil 












この典型的具体例として，式(1， 1)ー (1， 4)右辺に現れるすべての不規則性外力すなわち









なる川)(11) (13) (25)。すなわち，第4図のごとく， N次元空間内s個の信号vector合成:]R= l'町=
S N N S 
l' l' ekXkJC ekは Xk軸の unitvector)においてR2(=I RIり=l' X2K (xK=I XKj)なる球形和の関
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での RandomProcessだとみなして正規直交関数群をその座標軸に撰ぶことも可能である (14)(15) 

















的考察に基づく解析といえども，行動へ . xN (N=2TW) 



















































Randorn Process の Energy動揺分布
1 •5 & 1・6ですでに述べたように『徴係数J.r推移確率』等“経起的概念"を幾らか考慮した
“Dynamic"な解析の典型的方法として，まず Riemann空間の連結領域における Kolmogorovの
“N次元 (1・8参照)拡散型 (or放物型〉偏徴分方程式"の対:。P /' . ap T"II. /...r:r -L.. .J:-. ~ '¥. r-a(s〕百一d(s)ム~ P (過去向き) I 
8P r ." 8P ，. e-L. ~ -'- "'- " 










X + dxJ (ただしx三 (XhX2'……，XNJetc.はN次元空間
→ーー →
の位置vectorで、ある〕区聞に横たわる“推移確率密度": P (x， t I ~， s)を示す。
Bachelierと類似な方法をN次元へ拡張して，
X't=Xl-Jrta(u)du， X'j=Xj(j辛口，t'=SrtD(U)du 
~'t=~1- ~rga(u)du，め=ら(j十1) ， s'=~r8DCu)du -・・ (2，2)
なる置換から式 (2，1)の両偏徴分方程式は一つのN次元熱伝導型偏微分方程式:8p/8， =4yp 
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N 
(.4百三Z132/BY24，tF-SF=T，xFj-SFjzyj〉で、まとめられ，式 (2，1)の解:
P(Ztl三s〉」 1一一一 {ー (Xi-C~i+ðil ・"8ta(u)duJ)2し・ (2，3) 
i=l〆2n-〆玄子D(.u)証EexP1 2・2_'stD(u)du
一+
を得て，続いて P(R)=:wn'"…JP(玄，tI o，s) RN-l也)N (ただしdωNはN次元の立体角素片)なる過
程から (di1はKronecherの記号)，
A1=!8ta(u)du， σ21=2~'8td(u)du(..Ql=N0'21 +A21) ・H ・.…(2，4)
のもと， 6での表示 (6，3)及び (6，8)式を導くことがきるO
特に SpecialCase ; a(t)= 0， d(t)=do (一定〕の場合には， N次元熱伝導の Green関数:
→ーー →→→，.，.~~ I x -引 2 →→
p (x， tlさ，s)= c:x!-，-一記lo(t-s了 +r( x， t)(r(x，t)は同次解， N二と2)……(2，5)
(2〆百戸(t-S)Nj2rc弘)N
一歩 一→ -+一歩
と，極限:t→s において P(x ， tl~ ， s) →ð (x きー )(d一関数〉の特異性を示す事から.互いに独立
なGauss分布のN佃の積である (2，5)式右辺の第一項のみを採用し，結局，これが (3，6) 
式に対応する点に着目する。 3・6と同様な解析方法から，
!J1=4mdo(t-s)， m=N/2 ・H ・H ・.・・(2.6)
のもと，同様に表示 (6，1) (6， 6)の RandomProcessに対する Energy分布表示を導
き得る。
物理的意味において本質的に重要な事は，式 (2，1)型の“Dynamic"な取扱いにおいて考慮















Gh(t)=Sh(t) + Nn (t)=.l'g/ti仰(t)，
ghi=Shi+nhi=.fttt2Gh (t)約(t)ω(t)dt) 
、??ー ?? ?? ???
一方Khintchine-Wienerの定理山mを用いて，自己ー(h=l)or相互一(hキ1)相関関数:向 (t，t') 
=く(Gh(t)ーくGh(t)>) (G，(t')-くG(t')>)>を自己一町相互-Spectrumから求め，また
は， 8)式の OrthonormalSet{約(t)}として，なまの現象の直繰的不規則さ ρバt，tうとわれわ
れの観測装置による重み ω(t)の両影響を含んだ対君、核Khl(t，1')三〆疋可玩り ρが (t，tうを持つ
Fredholm同次積分方程式(20)(21)四:
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Ahl・vW(tア杭(t)=fqt2kh.(t，t')ν/玩t'了約(t')dt' (tl~t~t2) .....・ (3，2)
(i) 
の固有関数をえらべば解析に極めて梗利であるo今，吾々が重みω(t)を考慮した対象の Average
Power(2) (9) (10) -(15)に着目する時， Parseval完全関係から
N 
Eh==ft1t2ω(tJG2h(t)dt =.s X2hi (超球 ;Xhi三 ghi) -・(3，3)
A の表示が得られJ (3， 2)式の固有値 hl (その有効な個数をNとする〕を見出せば，この展開
棒、数xhiCh=l，2，・…..K;i=1，2，'…..N)の平均値および共分散は次のように結果せられる。(ω <ght>=<Shi>( ~~ e…ァ>=0 ............(3，4) 
(ii) く(ghiー くghi>)(glJー くgfi〉〉>=J・diJ
A 
(j=l，2，……N〉， dM=7111Lz-
.t hh U 
一・・…・(3，5)
すなわち， (3， 3)式のXh/Sの同時分布密度は (3J 5)式からK次元正規分布の互いに独立な
N個の積:
P (Xu占21'...，Xklt… "，XIN，'" ぷKN)=会ーユ:-，k ./下[ahl了「i=l (〆zn)k'V日}
』 τ K K 
exp~ 一一去-Z Z Uh-l (Xhi -ahi) (X1i -a1t)ト …ー…一一(3，6)
U h 1山 )













??? ?、 、 ??????????
(i) 









4 K次元 GaussianRandom Process の Energy特性関数
一般に P(EltE2，……，EK) の陽表示を求めるのが困難か，あるいは求めることが出来ても収散の
遅い級数表示であったり，また分布形そのものをでなく，何等かのEnergy統計量を求めればよい





吾々は，ここにK次元Fourier変換を用い，適用の特性関数 F(ShS20・…・ ，SK)==くeJι 〉か
J'st x九
ら次のように (3，8)式のEnergy特性関数 m(t1ん…"，tK)==くe >を容易に求めるこ
とが出来る。
/ f ¥K K 同国
m(tlotz，'.. '，tK)='V ¥刀打 -zl 式7fLι f_~(町九
?????
?









同様に， (3， 6)式右辺の各因子;P(Xl品，・…ー ，XK) (Suffix iを省略するo)がK次元正規
分布をなすことから，その特性関数は
1 ~~ . . ~ F(SI品，……，SK)=exp~ 一一~ I I lJftSftSl +j Iaftsftト2 九--，.-'.-0. h -，.-.¥ -・H ・H ・...(4，2)
となり，これを (4，1)式に代入して次の性質に着目するO すなわち
KK K KK K K 
I I DftloS1.Sh -2 Ibftsh=I I Dh1.(Sh -I Dqhbq) (S1. -I D1Pbp) -I IDpqbpbg 





? 。? ?? ??????? ??????? ???????? ?? ??????，?????? ヮ ???????????






















? ? ? ?
〆I(Dft1.J I ds1ds2…dsK= 1 ・……・…(4，4)
結局， K次元正規分布の Energy特性関数 m(tlot2，・…"，tK)は次のように結果せられるO
K 
jZt x2" 1 (. [( K 
m (t11t2，…・...tK)=くe >=一一二二二一一ニてで exp.\j~It山!!:.~h~lo_ ~ .……・・(4，5)〆I[dftl-2jthlJhlJ I ---r! π瓦子主:jtft4ぷ~JT.I 
m (t1ん ...，tK)=l/yπOftl-2jhl1h'] /(ah= 0 : h=1，2，'…..k) …..・H ・'(4，6)
Special Caseとして GaussianRandom Processの結合Energy分布密度に関する具体的表
示を列挙すれば，それぞれ次のように表示することが出来る刷。
m(t1)=( 1 -2jlJltl)一山 (K= 1， al= 0) 
一弘 ja21tl m(t1)=( 1 -2jlJltl) ・e一一一一一一一， (K=l，a半0)1 -2jt1σ11 
-圃・・・・・ (4，7)
.ー・・ (4，8)
m(tttt2)= [(1-2jt1lJll)(1-2jt2lJ2) + 4p21州内2tlt2J-1/2， (P12=っ己主 K=2，aha2= 0 ) 
y 1111122 
-・ e・・.(4，9)
m(tht2)=(( 1 -2jt向。(1 -2jt20'2) +4.ρ212lJ1向2tlt2J-1/2 ・
xofj~21tt( 1 -2jt地~22土j竺2出臼二~jtJ坦11)-坐1~llJ2tlt2al_él2l
~ l ( 1 -2jt10'1l) ( 1 -2jt2σ2)十4p212σ110'22t1 t2 
(lJii=(J2iJi=1，2，K= 2.aha2キ0) ・H ・-…(4.10)
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m(tlot2，ta)=(( 1 -2jt10'¥)( 1 -2jt20'2)( 1 -2jt30'23)+4p2130'210'23tlta( 1 -2jt2a22) 
+4，ρ〆2Iz戸0'12旬σ2九2t1t2(1一2jtsσ0'23ρ〉十4ρ2ら23σ0'2戸σ2stむ2ta(1一2jt1σ0'21ο)+j戸16σ0'21戸σ2ち20'23叫ρl臼2P向23ρ向31ιt1tむ2tS)一叱
〈ρtj=σ向iJ/V〆/;函i戸万， K= 3，a1.a向2ta向3.=0) ….い. ….一"一….一.….口.(は4，1日1)
m( tlJ t 2• ta. t.) = [(1)(2)(3)(4) + 4K212(3)任)+4K213(2)性)+4K214(2)但，)+4K223(1)仏.)+4K224(1)(3)+4K2u
(1)(2) + 16K212K23( + 16K213K224 + 16K2uK223 + 16jK13K14K34叫.(2司)+16句jK12K14K2剖4~但刷3司)ト+ト16句jK1ロ2K凶K23 s 
(怪~)+16町jK2sK24Kalω1リ)一 32K12K13K42K4“3 一 32K1口2KuKa幻2Ka制4 一 32K1臼ZK14K23K.“3) 一 1叫
〔α0)三(1一2j主tiσ九勺)， Ki}言内向σJVtitj， i，j=1，2，3，4) 
(K= 4， aha2，aa，a.= 0 ) .....4....・(4，12)
5 相関ある町菌の Gauss過程の“標準的"な Energy特性関数
計算上の難易は別として， K次元 Fourier逆変換を形式的に用い (4，5)と (4，6)式を
(3， 7)とく3，8)式に結合させて， (3， 7) 式のM(tlot2 • …・ "，tK) から“原理的"に目的の不
規則結合 Energy確率密度表示P(EloE2'・…ー ，EK)が求められたことになるO また，からめ手として
M(t1ん…・"，tK)から，時には直接種々の Energy統計量を導出すことも出来よう。さらに(3，2)
式の各固有値治も(従つ勺川町 (~Jh 1. )がiに独立(従って以後記号iを略す〉となる標準的な場合
を考えることは，等価的または近似的意味において工学的側面で“実際的"だと思われるo すなわ
ち，この時， m=N/2のもと
M(t1.t2'...，tK)=( 1 [Oh1. -2jthah1.J l)九 exph片面司
[~A2h Chhth十ぞ(LL〉h叫
h-rl 
M(t1ん….，tK)=(I [Oh1. -2jthOh1.) I )-m (Ah= 0) 
ー+ー→ N N 
.....・ (5，1)
.....・ (5，2)
の表示が得られ， ここにN次元 Scalar積 (Ah・A1.)=Ia a_， A九=Ia2hiであるO
hi li 
式 (4，7) (4， 
くことができる。
8) (4， 9) (4， 10)に対応してこの SpecialCaseの具体的表示を導
N 
M(t1)=( 1 -jSlt1)-m， (S1=くE1>/m，A21=Ia¥i= 0) 
jA21t1 M (t1)=( 1ーjs山)-m.exp i一一一一一 L1 -jS1tl J' 
(ーくEl>-~lS1=一 一一一一一一一一，m 
M(tt.t2)=[( 1 -jSlt1)( 1-jS2t2)+p212S1s2tlt2Jーへ (Sh=くEh>/m，









(1ーjSlt1)(1 -jS2t2) +ρ212S1S2tlt2 
くEh>-A2 →→




Eh=EhO + .2'玄2hi (h=1.2・ ..k) .....ー ..(5，7)
'-1 
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N 1 .，.. _~1'" I _.~ ¥ 1 Kt'" ~_h'l__ 
P(Xl1，X21〆江K1'••• "，X1N，X2N，" "'，XKN)て百万〆 i〔uhE〕iexpi-7fて:~川
・・・・ (5，8)





さらに式 (5，4) (5， 6)に対応する具体的表示としては，
M(t1)=( 1 -jSlt1)-m • e jt1E10 









置き換られて，従って式 (3，3)以後，Phl (t， t')等の“経起的考慮"を積分方程式 (3，2)の中
に加味した後は，全く Staticな取扱いとして進めることができるのであるo このような見地に立
てば， Random Energyとして，必ずしも E戸 J;;ω(t)・G2h(t)dtの形を絶体的に採る必要はな
いであろう o
5，の具体的な各場合に対応して(対応するEqは[ J内に示す〉
1 (1 ¥m 
P (E1) = r êm)l-i~--) E1m-l・e-E/S¥ (r一分布[(5.3))) ... ...(6.1) 
1 ( /一一~\m-l 一一よーr-_?1_+~~) 
P(EhEhr(m7hid田ごp-;)(ゾ工誌) ・e 1 ー ρ;\--~汁三:-J
寸前ー1(市両日2/S~) (結合F一分布[(5.5)J ...(6，2) 
/ 1r11 十ー(E1+A21) I <) ¥ 
P(E1)={ yE1瓦可l.」-・ e :i1 ・ Im_/~v~Al)¥ -I 51 -.._-.~ 51' -. --.; ， 
(Besselサ布[(5，4)))
K+隅-!<>o可 J:K 官、 ^2=e・2otfT高記(す). E1K+m-l・e-E1ベ〔ε=す，非JLN，2て分布〉
-・・・・(6，3)
P(E炉 T古了(す)m(E1-E10)m-l・eーす(E1-E10) (E1>E10); = 0 (E1LE10) 
(偏移Fサ布((5，10))) .....(6，4) 
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P (E1，E2) = r(m)5152
1 
(1 -PE)(J (E可Ef匝 :)m-l
1 (E1-E10 I E2-E20，¥ ， n /~- 叩一一 、一一一一一f_~1 ~ ~l_U +一一一一1_ T f 2VPE I(E1 -E10) (E2 -E20)¥ ・e 1 -PE ¥. 51 52 J・Im-l(~一一-!--/li. 1 \~l ~LU.I ~l"'/ J 、 -. ¥ 1 -P B "'V 8 1 82 I 
(El>ElO，E2>E20);= 0くEιE10，E2LE2ρ;(結合偏移rて分布 ((5，11)J) …・・…-…く6，5)
ロ1 “2mm 一一一R2P(R1)= ー R12m-l・e .Ql n 1 -r(m).Ql悦
(m=N/2とせずm=.Q2t!くR41>_g21としてmづ子布)((5，3)J ... -(6，6) 
一一一 1 f R21 I R22 ¥ r;;-::--¥ 
P(RhRh4恒三(ケペ:・ e一仁司 SI+王子j・Im_l怯"2R川急)
(m=N/2とせず上と同様なmのもとにて結合mづ子布) -・・・・(6，7)














TnBn， くR;_気体定数，Bn ; Mobility Tn ; 




f R21‘R22 ¥ Rl R2 '/1 ij-J ~ ~ +-.:2-:-) P (RltR2) = 一一一一 e 4( 1 -ρRtXEiETEjkJj 4D1D2tlt2 ( 1 -PR2).... ":1:1. J. [Jf( J ¥ .LIl" .LI2"'2 I





7・3 Energy等配則より，くEn>=弘NkTn，~=3(m=3/2) かつ En=P2n/2mOn (mOn質量，
h 運動量〉として式 (6，1) (6， 2)からMax.well-501tzmannの1変量及び2変量結合速
度分布表示としてF




1 r P12 P2 i 
P〈PJ2Hi P丸 e -2k( 1 ー ρp2) 国百戸云:2~T~J 4m01m02k2〆.pp2(1-pp2).... "，.n.¥. .L pr，l'" .LUOl.L 1 .......u~.&. ~ -' 
・sinh(〆(ip2Pt PAl-L4πprn-PVhotkT4 
¥v mOlm02TlT2 ( 1 -ppりJ-::1 2πmOikTt .; 
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